
1 Ù��ÜþÂê ö¤�Ö� Û¬� ø �û �ä�Þ¹õ �bä�®�õ ñ�¬�ü�ÂÊ÷ ¤�³û�ª
shahpournosrati@yahoo.com1391 ù�Þþ¢ :ùÀ�Ø��þÂÑ÷ ßþ� ¥� ÂÊµ¿õ ý��»¿þ¤�� ö� üÏ �î �û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ¤¢ ù���î ´¨� ý¤øÂõ ¤�µª�÷ ßþ�ßþ� ´�Þû� ø ´¨� ¤�µ¨��� Û¬� ¤¢ ü·½� �ó�Öõ üÜ¬� ¤�½õ .À�î üõ ö��� �¤ ö� �b �øÂÎõ ñ�¬� ø�þ ©ÂþÁ� �Áó ø �µêÂð ¤�Âì Û¬� ßþ� �þ�� Â� ü®�þ¤ ��ä�®�õ ¥� ý¤��Æ� �î ´¨� ´ú� ö� ¥� Û¬�Ù��ÜþÂê ù�ðÀþ¢ ��÷ ´þ�ú÷ ¤¢ .¢�� Àû��¡ ü®�þ¤ ¤¢ ý¢�þ¥ ��Â��ç� �� Â¹�õ �fµþ�ú÷ Û¬� ßþ� ¢¤.¢�� Àû��¡ ¤�µ¨��� Û¬� ËÖ÷ Û¬� ßþ� ��±�� ø ¢�ª üõ ö��� ö¤�Ö� Û¬� ù¤��¤¢.Ù��ÜþÂê ö¤�Ö� Û¬� ,¤�µ¨��� Û¬� ,�û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ñ�¬� :ö�ð��ø À�Üî:�õÀÖõ -1«��¡ �î ´¨� ¢�Àä� ´þ�ú÷ ü� ÝÜä ø ü®�þ¤ ÕÎ�õ �b ¡�ª �� ¯�±�¤� ¤¢ �û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷,´¨�û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ü®�þ¤ �þ�� ø §�¨� �î ö��»Þû .À�î üõ ü¨¤Â� �¤ ü®�þ¤ ý��ª� ¢Â¹õ�î ´Æû �û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ¥� üÔÜµ¿õ ý�û �¿Æ÷ .´¨� ÝÜä ßþ� ùbÀúä �� ��÷ ñ�¬� ßþ� ýÀ�±ó�õÂê�û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ¥� �¿Æ÷ À�� ,¯�±�¤� Çþ��ê� °��Â� ¤¢ .À÷� ü¬�¡ ñ�¬� ø Àä��ì ýø¤ ��ÀîÂû´Æû ùÂ�è ø ýÂþÁ� ù¥�À÷� ,Ó�ã® ùb¢ÂÈê ,2ÛØ÷�Âê-�ÜõÂÆ� �b ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ,1�÷�ÿ� ��Æ� Ûõ�ª���� ¤��Æ� ���®�þ¤ ¤¢ Û��Æõ ¥� ý¤��Æ� ü¿þ¤�� �b ��õ¥ �î�¹÷� ¥� .À�Î±�Âõ Ýû �� ý¢øÀ� �� �î�b ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ø ùÀª ö���ä �û �ä�Þ¹õ �þÂÑ÷ ýÂ�ð ÛØª ü¿þ¤�� ¶½� �õ�¢� ¤¢ ,´¨� ´�Þû��b þÂÑ÷ ü®�þ¤ ¾þ¤�� ¤¢ .¢�Þ÷ Ý�û��¡ ö��� ´¨� ¤�¢¤�¡Â� ýÂµÈ�� ´�Þû� ¥� �î �¤ ÛØ÷�Âê-�ÜõÂÆ�.´¨�¤�Þª�÷ üÖ�Ö� ¢�Àä� �ä�Þ¹õ �î ¢Âî ´��� ¤�µ÷�î �î Àª ¥�è� ü÷�õ¥ ø 1873 ¤¢ �û �ä�Þ¹õ:üû��µõ�÷ ý�û �ä�Þ¹õ ùbÀþ� -2ùbÀþ� 4�÷��µó�� 1847 ¤¢ ýø ¥� Û±ì .´¨� 3¤�µ÷�î � ¤� ¢�¹þ� ø ¤�î Û¬�� �û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ßþ� ¤¢ .¢�� ù¢�Þ÷ ö��� ´¨�ú÷� Ûî ùb¥�À÷� �� ö�È����� �î ü��û �ä�Þ¹õ ö���ã� �¤ üû��µõ�÷ �b ä�Þ¹õ

Peano Arithmatic1
ǫ ,üú� φ ,üÖÎ�õ �þ ∨ ,üÖÎ�õ ø ∧ ,í�Âµª� ∩ ,á�Þµ�� ∪ ,Àû¢ üõ �¹�µ÷ =⇒ ý¤�Áð¢�Þ÷ ßþ� ¤¢2´¨� ¥¤� Ýû ≡ ,(üõ�Þä ¤�¬) Âû ý�Â� ∀ ,(ý¢��ø ¤�¬) ¢¤�¢ ¢��ø ∃ ,Ë�Ö÷ ¬ ,Àû¢ üõ �¹�µ÷ ⇒ ,´þ�Ìä.´¨� is ü÷�÷�þ �bÞÜî ü��Àµ�� éÂ� ¥� �î ¢�� ùÀª üêÂãõ �÷�ÿ� Í¨�� �f ±ì ǫ ´þ�Ìä ¢�Þ÷ .��

Georg Cantor3
Bernhard Bolzano4



2á�ê¢ ¢�¡ ùÀ�Öä ¥� �ÀÈ� �÷��µó�� ø À÷¤�À÷ ¢��ø ´þ�ú��� ý�û �ä�Þ¹õ �î ¢�� ßþ� Â� ùÀ�Öä ö�õ¥¤¢ ö�È��Ìä� ,üû��µõ�÷ ý�û �ä�Þ¹õ �÷�Ú�þ� �î ¢�¢ ö�È÷ ü��úó�·õ �b ��¤� �� üµ� �÷��µó�� .¢Âî üõüû��µõ ý�û �ä�Þ¹õ ¤¢ ´�¬�Ê¡ ßþ� �î À�µÆû ö�ªùbÂ¨ �bä�Þ¹õ Âþ¥ ¥� üØþ �� ×þ �� ×þ ÂÒ���¼�½¬ ¢�Àä� �ä�Þ¹õ �� Û��Ö� ¤¢ �î {1,4,9,16, · · ·} â�Âõ ¢�Àä� �b ä�Þ¹õ �f ·õ .¢¤�À÷ ¢��ø.´¨� ù¢�� 5�ä�Þ¹õ �bÞÜî â®�ø ¢�¡ �÷��µó�� �î ´¨� Âî£ �� �¥� .´¨�:üó�ãµõ ý�û ùÀþ� ø ¤�µ÷�î -3ø¢ ���õ¥ ßþ� ¤¢ ¤�µ÷�î ��óø� ¤��� ø Àª ý�þ¤ ü� ¤�µ÷�î Í¨�� �û�ä�Þ¹õ �þÂÑ÷ ¤¢ üÜ¬� ùbÀþ�1872 ¤¢ .À÷À�¨¤ ��� �� ¢�Àä� �b þÂÑ÷ ¶½±õ ¤¢ 1871 ø 1867 ý�û ñ�¨ ¤¢ �î À÷¢�� �ó�Öõ.À��þ üõ �õ�¢� ��÷ Àã� ý�úó�¨ �ú÷� ´ì�ê¤ ßþ� ø À�î üõ ¤�Àþ¢ Å���¨ ¤¢ 6À��î¢¢ ¢¤�»þ¤ �� ¤�µ÷�îßþ� ¥� �î ´¨� ùÀª ñÀ� ø ¢¤ 1879-1873 ý�û ñ�¨ ö��õ ý¤��Æ� ý�û �õ�÷ ÂÔ÷ ø¢ ßþ� ß��ý¢øÀ� �� ¤�µ÷�î À��Âû .´êÂð �¹�µ÷ ¤�µ÷�î ý�û¤�î Â� �¤ À��î¢¢ ¤�Øê� Õ�Þä Â���� ö��� üõ á�®�õø ´êÂÚ÷ ù¤��î á�®�õ ¥� �f õ�î üóø ,¢¤ø� ýø¤ ü��·Ü·õ ý�úþÂ¨ �� ø ´ª�Áð ¤��î �¤ ¢�Àä� �þÂÑ÷.¢�� Ù�ð ¢�Àä� ¶½� ¤¢ �ÜÞ¹�õ ø �û �ä�Þ¹õ �þÂÑ÷ ý�ûùÀþ� ß�óø� Ûõ�ª âì�ø ¤¢ ���Öõ ßþ�"�µ¨��� ø Ù�ð ¢�Àä�' ��÷ �� ��÷ ýø ¥� ýÂ�� ø ¢�� ù¢�¢ ��¹÷� üþ�û¤�î Ù�ð ¢�Àä� ¤¢ �f ÖµÆõ À��î¢¢.¢�� ùÀ�¨¤ ��� ��.¢ø¤ üõ ¤�ÞÈ� �û�ä�Þ¹õ �þÂÑ÷ Àó�� �î ¢Âî ��� 7ñÂî �b Ü¹õ ¤¢ �¤ ý��ó�Öõ ¤�µ÷�î 1873 ¤¢�û�ä�Þ¹õ �þÂÑ÷ �ó�Öõ ø¢ ßþ� � � �î ¢�Þ÷ ñ�¨¤� ñ�÷¤ø� ßþ� �� �ó�Öõ �� ÷ 1878 ¤¢ ö� °ì�ãµõý�û ùÀþ� ¥� ¢Âî üõ ¤�î �Ü¹õ �þÂþÂ½� ���û ¤¢ �î 8ÂØ÷øÂî .Àþ¢Âð �ÂÎõ ��Ú÷�Â� ¶½� üÜØÈ�Àä�Öµõ À��î¢¢ üóø ,À�î ýÂ�ð�Ü� ñÂî ¤¢ ©��ó�Öõ ¤�Èµ÷� ¥� �î ¢�Þ÷ üã¨ ¤�µ÷�î ¢�±÷ ü®�¤ ¤�µ÷�îÂÚþ¢ ýø ø À�¨¤ ��� �� ¤�µ ÷�î � ó�Öõ ùÂ¡�� � .¢�Þ ÷ ´þ�Þ� ö� ��� ¥� � � ÷ 9§�ÂµªÂ þ�ø ø ÀªßþÀ� �f ±ì �î ¢�� �ø�Ôµõ ´þ�ú÷ ü� á�÷ ø¢ Ûõ�ª ¤�µ÷�î 1874 �b ó�Öõ .¢�µ¨ÂÔ÷ �Ü¹õ ßþ� �� ý��ó�Öõ.À÷¢�� ùÀª üêÂãõ "ù¥�À÷� Ýû' ,´þ�ú÷ ü� ý�û�ä�Þ¹õ �b Þû ßþ� ¥� Û±ì ø À÷¢�� ùÀÈ÷ �ÂÎõ ÛØª�� ý��ÜÞ�À�� ×þ �b Èþ¤ �î üÖ�Ö� ý¢�Àä� ü�ãþ ¢Âî ü¨¤Â� �¤ ýÂ±� ¢�Àä� �ä�Þ¹õ ¤�µ ÷�î:À�½�½¬ °þ�Â®
anxn + an−1xn−1 + an−2xn−2 + · · · + a1x + a0 = 0�� ×þ ÂÒ��� ¤¢ ýÂ±� ¢�Àä� �ä�Þ¹õ �î ¢Âî ´��� ¤�µ÷�î .0 ≤ i ≤ n Âû ý�Â� ´¨� ai ∈ Z �î¤¢ �î ÕþÂÏ ßþÀ� (´¨� ÂÒ��µõ �þ�ð ¢Àä ×þ �� ýÂ±� ¢Àä Âû ü�¤�±ã�) ´¨�þ�ð ¢�Àä� �� ×þÛØÈ� üÆþÀ÷� ��� �ó¢�ãõ

|an| + |an−1| + |an−2| + · · · + |a1| + |a0| + n

Menge(= Set)5
Richard Dedekind6
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3 �¨ ÅþÀ÷� ¥� �ó¢�ãõ ¤�ú� ø x = 0´Æû ø¢ ÅþÀ÷� �� �ó¢�ãõ ×þ �ú�� .¢Âî üêÂãõ �¤
x − 1 = 0 , x + 1 = 0 , 2x = 0 , x2 = 0�î ¢¤�¢ ¢��ø �ó¢�ãõ üû��µõ ¢�Àã� �ú�� É¡�ª Âû ý�Â� .À�µÆû 0 ø -1 ø 1 ý�û �Èþ¤ ý�¤�¢ �î��Âð� ø ¢�¢ ¤�Âì üã�±Ï ¢�Àä� �� ×þ �� ×þ ÂÒ��� ¤¢ �¤ �ú÷� ö��� üõ ø À÷¤�¢ �Èþ¤ üû��µõ ¤�ÀÖõ.´êÂð Àû��¡ ¤�Âì üã�±Ï ¢�Àä� §�¨� Â� É¡�ª °��Â� �fµþ�ú÷ üóø ,À�î üõ Àª¤ �f±�Âõ �ú÷� ùb¥�À÷�ù�Ü� Àª ��� 10���®�þ¤ �b õ��ÜÊê �b Ü¹õ ¤¢ 1884 �� 1879 ¥� �î ý��ãÎì 6 ü�µõ ¤¢ ¤�µ÷�îÀþ�Öä Â��Â� ¤¢ �î À�î üõ ö��� �¤ üµä�¹ª ¢�¡ ßþ� ø ¢�Þ÷ ö�þ�Þ÷ �¤ �û �ä�Þ¹õ ¥� ýÂÚþ¢ ý�ûÛ��ì �ä�Þ¹õ Âû �î ¢Âî �ä¢� ýø �î ¢�� ¤�µª�÷ ßþ� ¤¢ .11´êÂð üõ ¤�Âì ÂØ÷øÂî ö�� ü��Ôó�¿õ´��� ö�÷�ì ßþ� .À÷� ùÀª ùÀ�»�� Ýû ¤¢ Ù�ð ø �þ�ð ¯�Ö÷ �î üÖ�Ö� ¢�Àä� üµ� ´¨� öÀª °�Âõ.¢�ª üõ ö��� "ü±��Â� ©�¡ Û¬�' ö���ä ´½� ö��î� ùÀÈ÷ý�Â� ýø .Àþ�Þ÷ ×�ØÔ� Ýû ¥� �¤ �û ´þ�ú��� ø À�î ß��ã� �¤ �û �ä�Þ¹õ ùb¥�À÷� ¢Âî üã¨ ¤�µ÷�îùb¥�À÷� ý�Â� �¤ ´¨� ýÂ±ä ý�±Ôó� ñø� éÂ� �î ℵ ø ¢Âî â®ø üÞµÆ�¨ �û �ä�Þ¹õ ù¥�À÷� Ç¹�¨¢�¢ ö�È÷ X À�÷�õ �ä�Þ¹õ Âû ý�Â� ø Àþ�ðÂ� (üÜ¬� ¢Àä) üû��µõ�÷ �bä�Þ¹õ ×þ

|X| < |P(X)|¥� �»÷� .´¨� X ý�û �ä�Þ¹õÂþ¥ ��Þ� �bä�Þ¹õ ü�ãþ ü÷��� �b ä�Þ¹õ P(X) ø 12üÜ¬� ¢Àä |.| �î�Âþ¥ Àª�� �µª�¢ ¢��ø À÷��� üÞ÷ �û�ä�Þ¹õÂþ¥ ��Þ� �b ó�±÷¢ �î ´¨� ßþ� ¢�ª üõ �¹�µ÷ ùÀä�ì ßþ�
|X| < |P(X)| < |P(P(X))| < |P(P(P(X)))| < · · ·.À�õ�÷ ü±��Â� ¢�Àä� �¤ �ú÷� �î À�ª�� °�Âõ üÜ¬� ¢�Àä� ��Þ� ´Æþ�� üõ ü±��Âµª�¡ Û¬� Õ±Ï:¢�¢ ö�È÷ ø ¢�¢ ¤�Âì ¶½� ¢¤�õ �¤ ü±��Â� ¢�Àä� Ç���Öõ üÏ ¤�µ÷�î.|A| = α �î ´Æû Aα = {x|x < α} À�÷�õ ý� �ä�Þ¹õ α À�÷�õ üÜ¬� ¢Àä Âû ý�Â�üõ ñ��¨ Âþ¥ �¤ ü±��Â� ©�¡ Û¬� �î Àª ÂÈµ�õ 13ü�¤�ê-üó�¤�� Åîø¢�¤�� 1897 ¤¢ À��Âû�¤ �ú÷� Ýû ø ¢�Þ÷ ö��� �¤ ßþ�÷ ý�û ùÀþ� Ýû ¤�µ÷�î �Âþ¥ ¢�±÷ ¶½� ö�þ�� ùbÀ�ûÀ÷�È÷ ßþ� üóø ,¢Â�¾þ¤ø¥ ¤¢ �î ö�÷�À�®�þ¤ üÜÜÞó� ß�� ùbÂÚ�î ß�óø� üÏ 1897 ¤¢ ,ýø �� öÀ�È¿� �¤� ¤¢ .¢�¢ �ã¨��.Àõ� ÛÞã� ü÷�¢¤Àì ø Û�Ü¹� ¤�µ÷�î ¥� ,Àª ¤��ðÂ�:¤�µ¨��� Û¬� -4üÜ¬� ¢Àä ø |N| = ℵ0 ßþ�Â���� ¢�¢ ö�È÷ ℵ0 �� �¤ üû��µõ�÷ �ä�Þ¹õ üÜ¬� ¢Àä ß�óø� ¤�µ÷�îÂÒ��� ¤¢ ö��� üÞ÷ �¤ (14¤�µ¨���) üÖ�Ö� Í¡ �î ¢�¢ ö�È÷ ýø .À�õ�÷ ℵ �¤ �¤�Þª�÷ �b ä�Þ¹õ ß�óø�

Mathematische Annalen10�î ¢Âî ùÀ�Öä ¤�úÒ� ß��� ÂØ÷øÂî ¢�� ù¢�Þ÷ ��±�� �¤ π ö¢�� üó�ãµõ 1882 ¤¢ ö�õÀ��ó üµìø �î ´¨� ÛÖ÷11."!À÷¤�À÷ ¢��ø Ù�ð ¢�Àä� �Ø�ó��¤¢ Ý��î ö��� �¤ ü���»�þ� Û��Æõ Àþ�� �Â� .´Æ�÷ �±þ¥ ��±�� ßþ� ¤¢ ý¢�¨'�µêÂð Steiner Â��µª� ý�û¤�î ¥� �î À�õ�÷ Set Power �ä�Þ¹õ ö��� �¤ �ä�Þ¹õ Â¬��ä ¢�Àã� ¤�µ÷�î ¢�¡12.À÷À�õ�÷ üõ ö��� Ýû �¤ À÷¢�� ×þ �� ×þ ÂÒ��� ¤¢ �î �¤ �ä�Þ¹õ ø¢ .¢�� ùÀª
Borali − Forti13

Continuum14



4́ ¨� ¤�úÈõ ý¥�¨ ýÂÎì ©øÂ� |N| < |(0,1)| ¥� ýø ��±�� ø ¢�¢ ¤�Âì üã�±Ï ¢�Àä� �� ×þ �� ×þ.P(N) = 2ℵ0 = ℵ ü�¤�±ã� ,¢Â�ð üõ ¤�Âì ℵ0 ¥� Å� ´¨¤¢ |R| = ℵ üÜ¬� ¢Àä �î ¢�� ÀÖµãõ ø´Æ÷��µ÷ ýø ùÂ¡��� ø ¢Âî üõ ù�±µª� �õ� ¢¤�¢ ¢��ø ­Âê ßþ� ¥� ü��±�� �î ´ª�¢ ùÀ�Öä ¤�µ÷�î ¢�¡:À�î üõ ö��� �î Àª �µêÂþÁ� 15¤�µ¨��� ­Âê ö���ã� ýø�Æ� ßþ� .2ℵ0 = ℵ À�î ´���
ℵ0 < κ < ℵ �Ø÷��� ¢¤�À÷ ¢��ø κ üÜ¬� ¢Àä �� ý� �ä�Þ¹õ¤¢ �î ´¨� 16�Â±Ü�û �b ÷�ð �¨ ø ´Æ�� Û��Æõ ¥� �ÜÿÆõ ß�óø� ¤�µ¨��� ­Âê ËÖ÷ �þ ��±��ÝµÆ�� öÂì üó�À� Û��Æõ ßþÂµÞúõ ø ¢�Þ÷ ´¨Âúê �¤ �ú÷� Åþ¤�� ¤¢ ö�÷�À�®�þ¤ ùbÂÚ�î ¤¢ 1901.¢�Þ÷ ©�� ¤��Æ� ¤�µ¨��� ­Âê ¢¤ �þ ��±�� ý�Â� �î ¢�� ü÷�÷�À�®�þ¤ �ÜÞ� ¥� �Â±Ü�û ¢�¡ .À�õ�÷:�û �ä�Þ¹õ ü���±õ ñ�¬� ÓþÂã� -5¢�¹þ� ø ü®�þ¤ Óþ¤�ã� ý�Â� ©�� �õ� ¢�ª üÞ÷ ùÀþ¢ �û �ä�Þ¹õ ÓþÂã� �ø�ó ö�õ¥ ßþ� �� Àþ�ª17Û¨�¤ Åîø¢�¤�� ¢��ø À�÷�õ üÜ��Æõ ß�� ßþ� ¤¢ .´êÂð ÛØª �û �ä�Þ¹õ ü®�þ¤ ß�÷��ì ���¤���î ¢�� ù¢Âî �ÂÎõ �¤ ñ��¨ ßþ� 1899 ¤¢ ¤�µ÷�î .¢�Þ÷ üõ Â� ùÀ�»�� üÞî �¤ �ÜÿÆõ ��÷ (1902)ý��ä�Þ¹õ �î ¢Âî ö���ä Û¨�¤ �ÜÿÆõ ßþ� �� ¾¨�� ¤¢ ?´Æ���û �ä�Þ¹õ ��Þ� �bä�Þ¹õ üÜ¬� ¢Àäü®�þ¤ ö���� ,À÷¤�À÷ ÕÜã� ö�ª¢�¿� �î ´¨� ü��û �ä�Þ¹õÂþ¥ ��Þ� Ûõ�ª �î ÀþÂ�Ú� ÂÑ÷ ¤¢ �¤

Y = {X|X /∈ X}.Y ∈ Y ßþ�Â���� ø À�î üõ ëÀ¬ ´�¬�¡ ¤¢ Y /∈ Y Âð� ø Y /∈ Y Å� Y ∈ Y Âð� �î Ý���� üõ©¢�¡ �î ý¢Âê Âû �î ´Æû ýÂÚÈþ�¤� ýÂúª ¤¢' Ý���Ú� �î ´¨� ßþ� �þÂÑ÷ ßþ� ¥� Ó�¬�� ×þ1908 ¤¢ �ÜõÂÆ� ©�� .!À�î üõ ��¬� �¤ ÂÚÈþ�¤� üÆî �� Å� "À�î üõ ��¬� ,À�Ø÷ ��¬� �¤�ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ¥� �î ý¢¤�À÷�µ¨� ñ�¬� ø ¢�� �û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ýÀ�� Û¬� ý�Â� Õê�õ Çª�î ß�óø�ø ùÀª ü��� �f õ�î Àã� ý�úó�¨ üÏ ,Àª ö��� ÝµÆ�� öÂì ý�Àµ�� ¤¢ 19ÛØ÷�Âê ø 18�ÜõÂÆ� Í¨�� �û.Àõ�¤¢ ý¥øÂõ� ÛØÈ�:ÛØ÷�Âê-�ÜõÂÆ� ñ�¬� -6¤¢ �fÂû�Ò .À�µÆû ý¥øÂõ� ÛØ÷�Âê-�ÜõÂÆ� �b ä�Þ¹õ �þÂÑ÷ ý��±õ 20ÛØ÷�Âê-�ÜõÂÆ� ñ�¬����Üî ßØ�ó ((1977) ö��¤À÷� ,(1997) ö�ÆóÀ�õ) ¢�ª üõ ùÀþ¢ ü��ê�µ¡� ñ�¬� ßþ� ����¢�:´¨� Âþ¥ ý�ûÀ�� Õ��Îõ ø ù¢�� ö�ÆØþ á�®�õ.À�þø�Æõ ,ö�ÆØþ ý�û�Ìä �� �ä�Þ¹õ ø¢ :21©ÂµÆð Û¬� (ZF1)

∀X∀Y
[

∀a(a ∈ X ≡ a ∈ Y ) ⇒ X = Y
]

Continuum Hypothesis15
David Hilbert16

Bertrand Russell17
Ernst Zermelo18

Abraham Fraenkel19
Zermelo − Fraenkel Axioms20

Axiom of Extensionality21



5 :¢�ª üõ ß��� Û¬� ßþ� a ∈ X ⇒ a ∈ Y ¥� ´Æ�¤�±ä X ⊂ Y �î ý¤�Áð¢�Þ÷ ßþ� ��
∀X∀Y

[

(X ⊂ Y ∧ Y ⊂ X) ⇒ X = Y
]�ä�Þ¹õ ×þ b ø a Âû ý�Â� �î À�î üõ ö��� 23°�Âõ�÷ ý�û �ø¥ Û¬� �þ :22ü�ø¥ Û¬� (ZF2)

{a, b} �� �¤ ¢�ª üÞ÷ à�½ó ö� ¤¢ °��Â� �î �ä�Þ¹õ ßþ� .¢¤�¢ ¢��ø b ø a �Ìä ø¢ Ûõ�ª �fÖ�ì¢.Ý�û¢ üõ ö�È÷
∀a∀b∃X∀x

[

x ∈ X ≡ (x = a ∨ x = b)
]

P Â ð� � î À þ� ð üõ 25´¨� ùÀª ö� � � � Ü õÂÆ � Í¨� � Û¬� ß þ� :24�ä�Þ¹õÂ þ¥ Û¬� (ZF3)

Y = {u ∈ X|P (u)} �b ä�Þ¹õ ×þ X �b ä�Þ¹õ Âû ý�Â� ,Àª�� (�û �ä�Þ¹õ ö��¥ ¤¢) üµ�¬�¡.Àª�� üõ P ´�¬�¡ �� X ¥� ü��Ìä� Ûõ�ª �î ´Æû
(∀P )∀X∃Y

[

∀u(u ∈ Y ≡ (u ∈ X ∧ P (u)))
]×þ X Âû ý�Â� .¢Â�ð üõ ��÷ 27üãÞ� �ä�Þ¹õ üû�ð �î ´¨� üÜ¬� :26á�Þµ�� Û¬� (ZF4).¢¤�¢ ¢��ø ´¨� X ý�Ìä� ��Þ� ¥� ÛØÈµõ �î ,Y =

⋃

X �bä�Þ¹õ
∀X∃Y

[

∀u(u ∈ Y ≡ ∃v(v ∈ X ∧ u ∈ v))
]¢��ø X Â¬��ä ��Þ� ¥� ÂÊ�ä Âû Ûõ�ª Y À�÷�õ ý��ä�Þ¹õ Àª�� �ä�Þ¹õ ×þ X Âð� ü÷��� ��.¢¢Âð üõ Û�ØÈ� �ä�Þ¹õ ,�û �ä�Þ¹õ ß�� í�Âµª� ø á�Þµ�� ¥� Û¬� ßþ� Õ±Ï .¢¤�¢�ä�Þ¹õÂþ¥ ��Þ� Ûõ�ª Y = P(X) �b ä�Þ¹õ ×þ X Âû ý�Â� :28ü÷��� �b ä�Þ¹õ Û¬� (ZF5).¢¤�¢ ¢��ø X ý�û

∀X∃Y
[

∀u(u ∈ Y ≡ u ⊂ X)
].¢¤�¢ ¢��ø X ý�û �ä�Þ¹õÂþ¥ ��Þ� �bä�Þ¹õ ü�ãþ.¢¤�¢ ¢��ø üû��µõ�÷ �bä�Þ¹õ �î ¢¤�¢ üõ ö��� ´þ�ú��� Û¬� �þ :29üû��µõ�÷ Û¬� (ZF6)

∃X
[

φ ∈ X ∧ [∀u ∈ X : u ∪ {u} ∈ X]
]ßþ� .´¨� {x} ø x Ûõ�ª X ,x À�÷�õ ©ÂÊ�ä Âû ý�¥�� �î ´Æû X À�÷�õ ý� �ä�Þ¹õ ü�ãþ¤�µ¡�¨ 30ßÞþ�÷ ö�ê ��±õ ßþ� Â� ø ¢¤�¢ ¢��ø üã�±Ï ¢�Àä� Ûõ�ª ý� �ä�Þ¹õ Àû¢ üõ ö�È÷ ÓþÂã�

Axiom of Pairing22
Axiom of Unordered Pairs23

Axiom of Subsets24Û¬� �� ö�� üóø À�õ�÷ Axiom of Schema Seperation í�¤¢� ý¥�¨�À� Û¬� üû�ð �¤ Û¬� ßþ�25.¢¤�¢ é¤�ãµõ�÷ ý¢Â�¤�î ´¨� ��÷ Ýû é¤øÀ¨�û ý¥�¨�À�
Axiom of Union26.(ß÷�î) ,Axiom of the Sum Set27

Axiom of the Power Set28
Axiom of Infinity29

John von Neumann30



6 :À�î üõ ö��� ß��� �¤ üã�±Ï ¢�Àä�0 = φ1 = {0}2 = {0,1} =
{0, {0}}3 = {0,1,2} =

{0, {0}, {0, {0}}}...�b ä� Þ ¹ õ × þ X Â û ý�Â � Å ³ ¨ À ª� � ü ã �� � f Â ð� :31ý¤�Á Ú þ� � Û ¬� (ZF7)ü®�þ¤ ö��� �� .¢¤�¢ ¢��ø Y = f [X] = {f(u)|u ∈ X}

∃X∀u ∈ Y
[

∃zA(y, z) ⇒ [∀u ∈ X(u ⊂ {u} ∈ X)]
]´�¬�¡ ¤¢ ø ù¢�� X �Ìä ©�Ìä Âû �î ´Æû Y �bä�Þ¹õ ,X �bä�Þ¹õ ø f ñ�õÂê ý�Â� ü�¤�±ã��û �ä�Þ¹õ ,�úµ�¬�¡' �î À�î üõ ö��� ø Àþ¢Âð ö��� ÛØ÷�Âê Í¨�� Û¬� ßþ� .À�î üõ ëÀ¬ f."À��î üõ ß��ã�.¢Â�ð üõ ¤�Âì Â�¹÷¥ ×þ ¤¢ �ä�Þ¹õ ÂÊ�ä Âû :32ÝÑ÷ Û¬� (ZF8)

∀X
[

X 6= φ ⇒ [∃u ∈ X(u ∩ X = φ)]
]ý�¤�¢ üú�� ÷ �ä�Þ¹õ Âû Àþ�ð üõ ü÷�� � �� ø À÷�ùÀ�õ� ÷ 33ý¢��� � Û¬� �Â÷� ü¡Â� �¤ Û¬� ßþ�×þ ö���ã�) �î ´¨� x ÂÊ�ä Ûõ�ª X üú��÷ �b ä�Þ¹õ Âû �Ø�þ� �þ .´¨� ñ�Þ�÷ üõ−ǫ ÂÊ�ä ×þý�Â� À��Âû .´¨� ÛÖµÆõ ¢�¡ Ǒ�Ìä� ¥� üØþ ¥� üú��÷ �bä�Þ¹õ Âû �þ ø ´¨� X ¥� ÛÖµÆõ (�ä�Þ¹õø¢ ßþ� ö¢�� ñ¢�ãõ ö�ÆóÀ�õ üóø ¢�ª üõ ö��� "ñ�Öµ¨�' ø "ö¢�� Ûì�À�' �¤�±ä ø¢ ,Û¬� ßþ�.(1997Ç�) À÷�¢ üõ ��¿µ÷� Û¬� ¥� üª�÷ �¤ �¤�±äö�È÷ ZF �� ø À�þ�ð ÛØ÷�Âê-�ÜõÂÆ� �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ñ�¬� �¤ (ZF1 − ZF8) ñ�¬� ÝµÆ�¨�� ø À�þ�ð �ÜõÂÆ� �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ñ�¬� �¤ ZF7 �¹� (ZF1 − ZF8) ñ�¬� �ä�Þ¹õ ø À�û¢ üõ.¢Âî ý¤�Áð �þ�� ZF ø ÕÎ�õ ß�÷��ì §�¨� Â� ö��� üõ �¤ ��¨Âõ ���®�þ¤ üõ�Þ� .À�û¢ üõ ö�È÷ Z���®�þ¤ ¥� �î üÆî .À÷¢Âð üõÂ� �û �ä�Þ¹õ �þÂÑ÷ �ä�®�õ ñ�¬� �� ü®�þ¤ ý�û ö�ûÂ� Â·î���¤�±ä ��Þ� �î ´Æ÷�¢ Àþ�� .Àþ�Þ÷ ­Âê ÝÜÆõ üã�±Ï ¤�Î� �¤ ñ�¬� ßþ� üµÆþ�� À�î üõ ù¢�Ôµ¨�ßþ� ÛØ÷�Âê-�ÜõÂÆ� �þÂÑ÷ ü¨�¨� ­Âê ø ¢�Þ÷ ö��� x ∈ y ý�Þ÷ ù¤��ð �� �f Þä ö��� üõ �¤ ü®�þ¤."À�î üõ ÓþÂã� �¤ �ä�Þ¹õ ×þ üµ�¬�¡ Âû' �î ´¨�:��¿µ÷� Û¬� -7

Axiom of Schema Replacement31
Axiom of Regularity32

Axiom of Foundation33



7�µêÂð ¤�Ø� �fÂÊµ¿õ �÷�ÿ� Í¨�� 1890 ¤¢ �î ´¨�û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ¤¢ ü¨�¨� ø Ýúõ üÜ¬� ßþ�:´¨� ß��� Àþ¢Âð ö��� 34ý�ó ü³� Í¨�� 1902 ¤¢ ø ÀªÝþ¤�¢ x ∈ X ÂÊ�ä Âû ý�Â � �î ´Æû ö� �� A ýø¤ f À� ÷� õ üã �� � X �b ä�Þ¹õ Âû ý�Â �.f(x) ∈ X�¤ ü±��Âµª�¡ Û¬� ,Û¬� ßþ� ¥� ø À�î üõ ö��� ù¢Âî ýÀ�� ñ�õÂê �¤ Û¬� ßþ� �ÜõÂÆ� 1904 ¤¢üõ ö��� Û¬� ßþ� ¥� ýÂÚþ¢ �¤�¬ .À�õ�÷ ��÷ 35�ÜõÂÆ� Û¬� �¤ ö� °��Â� ßþÀ� ø ¢Â�ð üõ �¹�µ÷×þ Ûõ�ª �fÖ�ì¢ �î ´Æû �ä�Þ¹õ ×þ Ûì�À� ,��¹õ üú��÷ ý�û �ä�Þ¹õ ¥� �µ¨¢ Âû ý�Â� �î À�îÛ¬� ßþ� .À�ó¢�ãõ À�Ö�Ö� ¤¢ ñ�¬� ßþ� �î ¢�¢ ö�È÷ 36ñ¤�� Û�õ� .´¨�ú÷� ¥� ��ÀîÂû ¥� �Ìä:¢�Þ÷ ö��� ß��� �Â÷� üÜî �¤�¬ ö��� üõ ø Àª �µêÂþÁ� ö�÷�À�®�þ¤ ßÞ¹÷� Í¨�� �ûÀã�.´¨� ��¿µ÷� â��� ×þ ý�¤�¢ üú��÷ ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ù¢��÷�¡ Âû :37��¿µ÷� Û¬� (AC)

∀u ∈ X∃A(x, y) ⇒
[

∃y∀x ∈ A∃u ∈ X(u ∩ X = φ)]
]"´¨� üú��÷ ¢�¡ ,üú��÷ ý�û �ä�Þ¹õ ¥� ü�¤�î¢ �ÂÌÜ¬�� Âû' ö�� üó¢�ãõ ý�û �¤�¬ Àþ�ª"�î ´Æû f ö�� üã��� ù�Ú÷� Àª�� �û �ä�Þ¹õ ¥� ý� ùÀª ÅþÀ÷� ùb¢��÷�¡ {xα}α∈A Âð�'�Ø�þ� ø







f : A −→
⋃

α∈A

xα ,

f(α) ∈ xα ∀α ∈ A.ø "��¿µ÷� �b ä�Þ¹õ' ×þ ¢��ø ,��¿µ÷� Û¬� üÜ¬� �b µÆû üóø ,À÷�ª ùÀþ¢ ��¿µ÷� Û¬� ñ¢�ãõ.´¨� "��¿µ÷� â���'�b þÂÑ÷ ø À�û¢ üõ ö�È÷ ZFC �� �¤ ´¨� ��¿µ÷� Û¬� Ûõ�ª �î (ZF1− ZF8) ñ�¬� ÝµÆ�¨�î ´¨� ´ú¹÷� ¥� ßþ� .À�þ�ð 38Éó�¡ ý�û�ä�Þ¹õ �þÂÑ÷ �¤ AC ý�ú�õ ZF ´½� ý�û�ä�Þ¹õö�¢��ó�÷� À�� ø ö�÷�¢ ÕÎ�õ �¹� ,�µªÁð ùbÀ¨ üÏ üóø ÀÈ÷ âì�ø ö�ÚÞû ñ�±Öõ Û¬� ßþ� À��ÂûÀ�÷�õ ü¹þ�µ ÷ ö� üÔ�õ ��Ø÷ ¥� Àþ�ª .À�µª�À÷ ü�� �� ö� ¥� ù¢�Ôµ¨� ù¤� �¤¢ ö�÷�À�®�þ¤ ,üÖ�Ö���¹õ �b ä�Þ¹õ ø¢ �� ö��� üõ �¤ À��ø ý�ðÂû' À�î üõ ö��� �î ´¨� 39üØ¨¤��- �÷�� Åîø¢�¤��ýÂõ� �f Þä ßþ� üØþ��ê Àþ¢ ¥� ø "À÷¥�Æ� À��ø ý�ð ×þ ��Àî Âû �î ¢�Þ÷ (�þ�¹�) Ý�ÆÖ� ö���üóø À÷¤�Þª üõ ZF ñ�¬� Ǒ�� �¤ ��¿µ÷� Û¬� ü¡Â� ��÷ ö�ðÀ�Æþ�÷ ß�� ¤¢ üµ� .´¨� ñ�½õ.´¨� ùÀ÷�õ üì�� Ýú±õ ö��»Þû Û¬� ßþ� í�ØÈõ ��Ø÷ �¤�¬Âú�:ßû�î ø ñ¢�ð -8�ú÷� �� ø �µª�À÷ ü®¤�ã� ZF ñ�¬� ¥� ×�»�û �� ��¿µ÷� Û¬� �î ¢Âî ´��� 40ñ¢�ð 1940 ¤¢�î ¢�ª üõ Û¬�� ZF ¥� üã�¨�� �¹�þ� ¤¢ .¢�Þ÷ �ê�®� ZF �� �¤ ö� ö��� üõ Å� ´¨� ¤�ð¥�¨
Beppo Levi34

Zermelo Axiom of Choice35
Emile Borel36

Axiom of Choice37
Naive Set Theory38

Banach − Tarski Paradox39
Kurt Gödel40



8�õ�¢� ZFC ´½� ¤�µ¨��� ­Âê ��±�� ý�Â� ©�� Àã� ý�û ñ�¨ üÏ .À÷�õ üõ üì�� ¤�Àþ�� ö��»Þû­Âê ¤�Ø�þ� �� �� ´ª�¢ �õ�¢� ZF �� üþ�ú®Âê �þ ­Âê ö¢Âî �ê�®� ý�Â� �¹µÆ� ,üµ� ,´ê�þñ�¬� ÉÖ÷ ¥� üª�÷ ö��� üõ �¤ �ó�Æõ ßþ� .Àþ¢ÂÚ÷ Û¬�� üµ�Öê�õ �õ� ¢�ª ¢¤ �þ ´��� ¤�µ¨���üØ¨¤��- �÷�� Åîø¢�¤�� ø CH ¤�µ¨��� ­Âê À�÷�õ ý� ùÀÈ÷ Û� Û��Æõ ¢��ø ø ´Æ÷�¢ �ä�®�õ���®�þ¤ üõ�Þ� ý�Â� �¤ ýÀ��ø ���¤�� À÷��µ� �î üó�¬� ßµê�þ ´ú� ©�� �î Àû¢ üõ ö�È÷ý¤�ð¥�¨ ,41ñ¢�ð ´�õ�Þ��÷ �ø¢ �b �Ìì Õ±Ï ß��»Þû .´¨� ùÀª ´ÆØª �� Â¹�õ Àþ�Þ÷ ÓþÂã�Å� ¢�ª üÞ÷ ùÀþ¢ ZFC ¤¢ ý¤�ð¥�¨�÷ º�û ö�� Å� ´Æ�÷ ��±�� Û��ì ZFC ���¤�� ¤¢ ZFCßþ� �õ� À�î üõ ´�ã±� ñ¢�ð ýÂþÁ�¤�µ¡�¨ Û¬� ¥� ��÷ ¤�µ¨��� ­Âê .Ý��î üõ ­Âê ¤�ð¥�¨ �¤ ö�¤�µ¨��� ­Âê ÅØãó�� .¢�� ÀÖµãõ ñ¢�ð ¢�¡ �Ø÷��� Àª�� ù�±µª� �þ ¢øÀ½õ À¨¤ üõ ÂÎ�� �fÂû�Ò Û¬�üõ �¹�µ÷ �¤ ��¿µ÷� Û¬� ,ZF ´½� 43�µê�þ Ý�Þã� ¤�µ¨��� ­Âê ø Àû¢ üõ �¹�µ÷ �¤ 42ß��¤�õ Û¬�.Àû¢45¥ÀÜ�ê ùb�þ�� °��Â� ßþÀ� ø ´¨� ZF ¥� ÛÖµÆõ ��¿µ÷� Û¬� �î ¢�Þ÷ ´��� 44ßû�î 1963 ¤¢ñ�¬� ü�¤�±ã� ø Àª ´��� ZF ñ�¬� ¥� ÛÖµÆõ �Â±Ü�û ñø� �b ÜÿÆõ ¤�î ø¢ ßþ� �� .¢�Þ÷ ¢�¡ ö�¥� �¤ñ�¬� À�õ¥��÷ ¤�µ¨��� ­Âê ��±�� �þ ËÖ÷ �Ø÷��� À�µÆ�÷ üê�î ¤�µ¨��� ­Âê ËÖ÷ ý�Â� ZF.¢�È÷ Û¬�� ��÷ ZF ¥� ø ù¢�±÷ ZF ­¤�ãõ �Ø÷��� ´¨� ýÂÚþ¢ üê�®�:(AX) 46Ù��ÜþÂê ö¤�Ö� Û¬� -9§�¨� Â� ø Àª ö��� 1986 ¤¢ 47Ù��ÜþÂê ÅþÂî Í¨�� �û �ä�Þ¹õ �þÂÎ÷ ñ�¬� ¥� Û¬� ßþ�üõÂ� °Öä �� 49üØÆ���Â¨ �� ö� ý����õ¥ ���®�þ¤ �õ� ¢�� 48ö�Æþ�þ¢ �¤���µ¨� ¥� Ý�ÖµÆõ üî¤¢.¢¢Âð
[0,1] ý�¤�Þª ý�û�ä�Þ¹õÂþ¥ �� �¤ [0,1] ùb¥�� �î Àª�� üã���� �b ä�Þ¹õ S ÝþÂ�ð :(AX) Û¬�.y /∈ f(x) ø x /∈ f(y) �î ´Æû ö��� ýy ø x ,f ∈ S Âû ý�Â� Å³¨ ¢¤�Ú��´¨� CH ËÖ÷ �� ñ¢�ãõ AX ��±�� ZFC ý�ú®Âê ´½� �î Àþ�ð üõ üØÆ���Â¨ ¥� ý���Ìì�î Àû¢ üõ ���� 50§ø�û ß�µª��ð�û ¥� üÈ¨Â� �� âì�ø ¤¢ üØÆ���Â¨ ��Ìì .¤�µ¨��� ­Âê ü�ãþùÀª ÓþÂã� �bä�Þ¹õ S ÝþÂ�ð .¢�� ùÀª ´��� ßû�î ø ñ¢�ð Í¨�� �ú®Âê ñ�Öµ¨� ��±�� ¥� Û±ì �ú�Àõ:Å³¨ Àª�� AX ¤¢.Àª�� ´¨¤¢�÷ ¤�µ¨��� ­Âê Âð� �ú�� ø Âð� ´¨� ´¨¤¢ AX ,ZFC ´½� .��ÌìÀ÷¤�¢ ¢��ø ý ë¢�¬ üþ�û ��Ìì �û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ ¤¢ �Ø�þ� ñø� �b �Ìì :¢�Þ÷ ´��� ��Ìì ø¢ ñ¢�ð �¤�î41üÞ�ÞÊ� À�þ�Âê º�û ,Àª�� Ýû ¤�ð¥�¨ �û �ä�Þ¹õ �b þÂÑ÷ Âð� :�Ø�þ� �ø¢ .¢¤ �÷ ø ¢Âî ��±�� �¤ �ú÷� ö��� üõ �÷ �î.À�î ´��� �¤ ö� ý¤�ð¥�¨ �î ¢¤�À÷ ¢��ø

Martin Axiom42.´¨� 2κ �fÖ�ì¢ ö� ýÀã� ø °ì�ãµõ üÜ¬� ¢Àä ,κ üû��µõ�÷ üÜ¬� ¢Àä Âû ý�Â� Àþ�ð üõ43
Paul Cohen44

F ields Medal45
Frieling′s Axiom of Symmetry46

Chris Freiling47
Stuart Davidson48

Waclaw Sierpiński49
Hugo Steinhaus50



9.´¨� ´¨¤¢�÷ Ù��ÜþÂê Û¬� Ý��î üõ ´��� .Àª�� ´¨¤¢ ¤�µ¨��� ­Âê À��î­Âê (.��±��)�bä�Þ¹õ Å� |(0,1)| = ℵ ø |N| = ℵ0 ÝþÂ�ð
(0,1) = {rα|α < ℵ}ý�Â� f(rα) Å³¨ f(rα) = {rβ|β ≤ α} ⊂ (0,1) ­Âê �� .´¨� ℵ üÜ¬� ¢Àä �� °��Â� ©�¡�î α < β � þ ø rβ ∈ f(rα) Ýþ¤�¢ β ≤ α Âû ý�Â � �Ø� þ� ¥� .´¨� f ∈ S � � ÷ ø ´¨�¤�Þª α Âû.´¨� AX ËÖ÷ ßþ� �î ´¨� rα ∈ f(rβ)

f ∈ S Âð� .|X| = ℵ1 �î X ⊂ (0,1) ÝþÂ�ð ℵ0 < ℵ1 < c ø Àª�±÷ ´¨¤¢ CH Âð� ÅØäÂ��Ø÷��� Y ⊂ (0,1) −
⋃

f(X) ÝþÂ�ð |(0,1) −
⋃

f(X)| = c ��÷ ø |⋃ f(X)| ≤ ℵ1 < c Å³¨�î Z = X −
⋃

f(Y ) ÝþÂ�ð |X −
⋃

f(Y )| = ℵ1 �¹�µ÷ ¤¢ |⋃ f(Y )| = ℵ0 Å� Àª�� |Y | = ℵ0À÷�üú��÷ ü��û �ä�Þ¹õ Z ø Y Å� ´¨� üú� Y ∩
⋃

f(Z) �õ� .¢�ª üõ âì�ø ⋃

f(X) ¤¢ ⋃

f(Z).51À�î üõ À�þ�� �¤ AX ßþ� ø À÷� üú� Z ∩
⋃

f(Y ) ø Y ∩
⋃

f(Z) �Ø÷���üÖ�Ö� Í¡ ýø¤ �¤ ü·½� ,Àª ��� ý¢�Þ÷ �Ü¹õ 51 ÀÜ� ¤¢ ©��ó�Öõ �î Ù��ÜþÂê Âê�µÆþÂî:´¨� ß��� �î À�î üõ �ÂÎõüõ ���Â� �Øþ ùb¥�� ¥� �¤�¢ ø¢ �î Ý�û¢ üõ °��Â� ß��� �¤ üÈþ�õ¥� ø �µêÂð ÂÑ÷ ¤¢ f ∈ S ×þ
(0,1) ýø¤ x ÂÒ��µõ �bä�Þ¹õ f(x) ø Ý��î üõ ���Â� �¤ x �¤�¢ ß�óø� ,ù¢Âî ­Âê ´��� �¤ x .Ý��î�¤�¢ Àã� ø ù¢�±÷ Ýúõ ´¨�¹î ñø� �¤�¢ �î �µØ÷ ßþ� Àª ���Â� x �Ø�þ� ¥� Àã� .´¨�¤�Þª �î ´¨��b ä�Þ¹õ f(x) �b ä�Þ¹õ ,´¨� ´��� x �î �¹÷� ¥� .¢�µê� Àû��¡ f(x) ¤¢ �î Ý��î üõ ���Â� �¤ y

f(y) ¤¢ x �î ¢�Àþø ¤ ßþ� ñ�Þµ�� ,´��� ýx �� Å� .´¨� ÂÔ¬ ö� Ù±ó ùb¥�À÷� ø ù¢�� ü��ãõ ý�¤�Þª¢�� Àû��¡ ÂÔ¬ Ýû Àµê��� f(x) ¤¢ y �Ø�þ� ñ�Þµ�� ø ´¨� ý¤��µ¡� ��÷ y ��¿µ÷� .´¨� ÂÔ¬ Àµê�����¿µ÷� ñ�Þµ�� ´¨� ´¨¤¢ ßþ� ´��� x Âû ý�Â� ö�� Å� y /∈ f(x) Ýþ¤�¢ ×þ ñ�Þµ�� �� ü�ãþ�î ´ê�þ ýy ø x ö��� üõ ¢¤�À÷ ü�ø�Ô� y ø x ��¿µ÷� °��Â� �î ,ö¤�Ö� Õ±Ï .´¨� ×þ x /∈ f(y).y /∈ f(x) ø x /∈ f(y)ñ��¨ ßþ� Å� Ý����� �¤ y ø x üãì�ø Âþ¢�Öõ ,üû��µõ�÷ ý�û¢¤ø�Â� ¢�Àã� �� �f Þä �î Ý�µÆ�÷ ¤¢�ì �õüû��µõ�÷ üê¢�Ê� ý�û¢¤ø�Â� �� üêÂÏ ¥� ø ´Æ�÷ �±¨�½õ Û��ì �f Þä Â�¡ �þ Àµê� üõ f(x) ¤¢ y �î.´¨� ¤��ª¢ ýÂõ� ��÷ Àª�� â��� ×þ �fãì�ø f �Ø�þ� ß��ã� ��÷�Ø�þ� ¥� Û±ì ø Àµê� üÞ÷ f(x) ¤¢ y ýÂÊ� ß��ã� �� �î ´Æ�þ� Àû¢ üõ ���¤� Ù��ÜþÂê �î üÜ�Ü½�Âî£ �� �¥� .´¨�¤�Þª�÷ (0,1) �Âþ¥ Ý���Þ÷ ü��� Ç�� �¤ Âõ� ßþ� �î Ýþ¤¢�ì ¢�ª ���Â� ñø� �¤�¢Û��ì ´ã�±Ï ¤¢ ø ´¨� ý¢�úª �f½��Â� �î Ýþ¤�¢ ¤�îøÂ¨ ÂþÁ� ù¥�À÷� ý¢�Àþø ¤ �� ¥��û �õ �î ´¨��¤�¢ öÀª ���Â� °��Â� ö¤�Ö� �� ø Àª�±÷ f(x) ¤¢ y Ý��î üõ ü��� Ç�� �î �¹÷� ¥� .´¨� ü��� Ç��Àû��¿÷ f(y) ¤¢ ��÷ x �î Ý��î ü��� Ç�� �f¢�úª �¤ ßþ� Ýþ¤¢�ì (ùÀª �µêÂð ö� ¥� ö¤�Ö� ��÷ �î) �û.´ª�¢ Àû��¡ ñ�±÷À� �¤ ���Èõ ¸þ�µ÷ ö�Þû ¢�ª �Â�� �î ü÷�õ¥ Âû Çþ�õ¥� ßþ� üêÂÏ ¥� .¢�µê�üÖ�Ö� Í¡ �Ø�þ� ø À�î üõ ü÷�±�µÈ� ��±�� ßþ� ¥� �fþ�ì üó�Þµ�� ¢�úª �î À�î üõ ö��� Ù��ÜþÂê�î À�î üõ üä�À� �¤ ü÷¤�Ö� ßþ� ø ´¨� ùÀª ���Â� �f��Àµ�� �¤�¢ ��Àî Àû¢ É�¿È� �î ´Æ�÷ ¤¢�ìÀª� � ´¨¤¢ CH Âð� Å³¨ N = {(x, y)|x ∈ f(y) ∨ y ∈ f(x)} ­Âê �� :´¨� ß��� AX ËÖ÷51ùb¥�À ÷� ö�� µ � À þ�ª ýf ý�Â � üóø ´Æ� ÷ Â þÁ � ù¥�À ÷� �f õø� ó N ��Âð� .´¨� N = (0,1) �î ´Æû ýf ∈ S.´ê�þ ×þ ¥� ÂµÞî �¤ ö� ü�¤�¡



10́Ôó�¿õ ý�¤�¢ ,ÂþÁ� ù¥�À÷� ý�û¢�Àþø ¤ �� Ù��ÜþÂê ý¢�úª ��±�� .¢ø ¤ üõ ¤�ÞÈ� ýø ��±�� ¤�½õ�Âþ¥ ¢�ª üÞ÷ �µêÂþÁ� ü÷�ÚÞû ¤�Î� ,¶½� ßþ� ø ´¨� ü®�þ¤ âõ�¹õ ¤¢ ý¤��Æ� ý�ûýø¤ ñ�Þµ�� üÔþÂã� ©�¡­Âê ø ¢��ø Â� ü�µ±õ Ù��ÜþÂê ��±�� ¤¢ �µê¤ ¤�Ø� ý¢�úª ñ�Þµ����úÔõ §�¨� Â� "ñ�Þµ��' ÓþÂã� ¥� ü®�þ¤ ý¥�Æó�õÂê �õ� .´¨� üÖ�Ö� ¢�Àä� ¥� �ä�Þ¹õÂþ¥ Âû��÷ �Øþ ùb¥�� ¤¢ üµ� ÂþÁ��÷ ù¥�À÷� ý�û �ä�Þ¹õÂþ¥ ¢��ø ý�Â� ��¿µ÷� Û¬� ¥��û �î ´¨� "ù¥�À÷�'Âõ� ßþ� 52üó�µþø ý�û �ä�Þ¹õ ¢��ø ø üØ¨¤��- �÷�� Åîø¢¤�� À�÷�õ ý¢¤��õ �»÷��� ¢ø¤ üõ ¤�Ø�.À��î üõ ´��� �¤�ä�Þ¹õ ×þ ¥� �î ¢Âî ��¿µ÷� ö��� ö��� üõ �¤ �¤�¢ ���Â� ¤¢ ý¤��µ¡� ¢Àä ´ó�½�þ� ¤¢�ÞÜî ¢�¡ ßþ� �î ¢Â�ð ��¹÷� ÂþÁ��÷ ù¥�À÷� �ä�Þ¹õ ×þ ¤¢ x ¤��µ¡� ¢�Àþø ¤ ø ù¢�±÷ Ù±ó ÂÔ¬ ù¥�À÷��.¢�Þ÷ Àû��¡ ����õ ¶½� �� �¤ ö¢�� üê¢�Ê� ø ý¤��µ¡�Âð� �ØµÆ�þ� ö� ø À�î üõ ¢�¹þ� ��¿µ÷� Û¬� �� �¤ üÆîø¢�¤�� ,¶½� ßþ� ¤¢ ü��� é�µ¡� ×þ�þ� ,Ý��î ßþ�Úþ�� ¤�µ¨��� ¥� ÂµÞî ý�û ñ��þ¢¤�î ýø¤ ýÂþÁ³ãÞ� �� �¤ ñ�Þµ�� ý�¤�Þª ýÂþÁ³ãÞ�ß��¤�õ Û¬� üµ¨¤¢�÷ ��±�� ý�Â� ���Èõ ü·½� ¥� Ù��ÜþÂê) .!�÷ �þ ÝþÂþÁ³� �¤ ¤�µ¨��� ­Âê üµÆþ��ñ�Þµ�� üÔþÂã� ©�¡ é�¡Â� ÂµÈ�� Ù��ÜþÂê Û¬� �î À¨¤ üõ ÂÑ�� °��Â� ßþÀ� .(À�î üõ ù¢�Ôµ¨�.¤�µ¨��� ­Âê é�¡Â� �� Àª�� üÖ�Ö� ¢�Àä� ýø¤Ù±ó �bä�Þ¹õ �f ·õ ¢�Þ÷ Âî£ �¤ ý¢¤��õ ,Ù��óÂê ��±�� ¤¢ Û��Æõ ¥� ü¡Â� ����� ý�Â� ö��µ� Àþ�ª´Æ�÷ ÂþÁ� ����� ÂÚþ¢ üÜ��Æõ �î ´Æ�÷ ùÀ�ª�� ßØ�ó ,¢Âî ­�ä �¤�Þª �bä�Þ¹õ �� �¤ ÂÔ¬ ùb¥�À÷� ��.¢�� Àû��¡ ��¿µ÷� â��� ¥� «�¡ üä�÷ ¢��ø �� ñ¢�ãõ Ù��ÜþÂê Û¬�ËÖ÷ ZFC ´½� �Ø�þ� À�÷�õ�¤ ö¤�Ö� ßþ� ��÷ ü¡Â� ø ù¢�Þ÷ üÖÜ� Åîø¢�¤�� üä�÷ �¤ Ù��ÜþÂê ��±�� ¤¢ ö¤�Ö� ¢��ø üÌã� üµ�.À�÷�¢ üõ ¤�µ¨��� Å³¨ ø ü±��Â� ©�¡ËÖ÷:�úê�Âð ø ¤�µ¨��� -10©ÂþÁ� ø ö¤�Ö� Û¬� ËÖ÷ ,ZFC ´½� .Ýþ¤�¢ ù¤�ª� é�Âð �b þÂÑ÷ �� AX ¯�±�¤� �� �úµ÷� ¤¢:´¨�úê�Âð ¤¢ Âþ¥ ü��±�îÂ� ñ�¬� �� ñ¢�ãõ ¤�µ¨��� Û¬�
k Â·î�À� �� ö� ùÂð Âû �î ¢�ª ¤�Àµú� ö��� À÷��� üõ P(k) Ûõ�î é�Âð ,k ü±��Â� ¢Àä Âû ý�Â�.¢�ª Í±�Âõ ùÂð:�î ¢�ª üõ ß��� ßþ� k = ℵ0 ´ó�� ¤¢ü��¤�Þª ¢�Àã� Â·î�À� �� ùÂð Âû �î ¢�Þ÷ ¤�Àµú� ö��� ö��� üõ �¤ �Øþ ùbÂþ�¢ ýø¤ Ûõ�î é�Âð.¢¢Âð ÛÊµõ ùÂð
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